Algebre linéaire Année 2016-2017

Déterminants

Exercice 1: avec la définition
1) Pour n € N* et 0 € S,,, on associe & o 'endomorphisme u, de R™ défini par

T Ta(1)
Uy e | —
Tn Lo(n)

Montrer que detu = €(o). (On peut le montrer directement a partir de la définition du
déterminant ou bien utiliser ’exzercice 11 de la Feuille 1)

2) Siai,...,an € Cet by,...,b, € C, calculer le déterminant de la matrice A = (a;b;)1<i j<n-

Exercice 2: des calculs

1) Calculer les déterminants des matrices suivantes.

) 1 1 1 1 10 0 -5 15
i . Z 1 -1 1 1 2 7 3 0
. 11 -1 1] |8 14 o0 2

1 1 1 -1 0 —21 1 -1

P(=1) P(0) P(1) P(2)
Q(-1) Q) Q1) Q@)
R(-1) R(0) R(1) R(2)°
S(=1) S(0) S1) S(2)
z a b c
2) Soient a,b,c € R. On définit f : R — R par 'expression f(z) = Z CZ ; Z . Justifier
c b a x
que la fonction f est polynomiale est déteminer son degré. Donner une expression factorisée

de f.

Exercice 3: ’anneau des matrices

1) On note M,,(R) I’ensemble des matrices carrées a coefficient dans R. Montrer que
(M, (R),+, X) est un anneau. Est-il commutatif ? Quels en sont les éléments inversibles ?

2) On note M, (Q) et M, (Z) les éléments de M, (R) dont tous les coefficients sont ra-
tionnels ou entiers respectivement. Montrer que M,,(Q) et M,,(Z) sont des sous-anneaux
de M,,(R). Caractériser dans chaque cas le groupe des inversibles.

3) Soit A € M,,(Z) une matrice nilpotente, c’est a dire telle qu’il existe n > 1 avec A™ =0
Montrer que det A = 0 et que det(I,, — A) = 1. (On pourra d’une part se reporter d
Dezercice 14 de la feuille 1, d’autre part introduire la fonction f(t) = det(I, —tA))



Exercice 4: dériver un déterminant

1)

2)

Soient a;; : R - R, 1 < i < n, 1 < j < n une famille de n? fonctions dérivables,
et A(t) = (a;;(t))1<ij<n. Montrer que la fonction d(t) : t — det A(t) est dérivable, et
calculer sa dérivée.

Pour = € R, calculer

14+ 1 1
1 1+
Az) =
. . 1
1 1 14«

Exercice 5: droites et plans affines

1)

Soient A = (x4,y4) et B = (zp,yg) deux points de R2. On note D la droite affine passant
par A et B. Soit M = (z,y) un point de R2. En exprimant la condition M € D avec un
déterminant, donner une équation cartésienne de D.

Soient A = (x4,Ya,24),B = (vB,yB,28),C = (vc,yc,2¢) € R3, et M = (x,y,2) € R3.
On suppose AB et AC non colinéaires, et on note P le plan affine passant par A,B et C.
Soit M = (x,vy,2) € R3. Exprimer la condition M € P avec un déterminant et donner une
équation cartésienne de P.

Soient u,v € R3. Montrer qu’il existe un unique w € R? tel que pour tout z € R3,
det(u,v,r) =< w,zr > ou < .,. > désigne le produit scalaire usuel de R®. En notant
w = u A v ce vecteur, on définit de maniére univoque une application
R3xR> —R3
A
(u,v) +—uAv

Montrer que A vérifie les propriétés suivantes

(i) uANv=—vAu,
(ii) A est linéaire en chacune de ses variables, i.e. pour u,v,w € R3, A € R, (Au+v)Aw =
AMuAw)+ (vAw) et uA (Ao +w) =AuAv)+ (uAw),
(i) <uAv,u>=<uAv,v>=0,
(iv) si u,v € R3\ {0}, |[u Av| =sin@ |ul|||v] ou § désigne I'angle non-orienté! entre u et
v)

(v) si u,v ne sont pas colinéaires, (u,v,w) est une base directe de R3.

Exercice 6: Déterminant de Vandermonde

Soient n € N et zg, ..., 2z, € C. On veut calculer le déterminant

20 21 o Zn
V(ZCH tey ZTL) =
2y A 2y
!1’angle non-orienté entre deux vecteurs u,v € R™ \ {0} est défini comme l'unique réel § € [0, 7] tel que
<u,v>
[ulllfoll*

cosf = Tel ot



1) Que vaut V(zi, ..., 2y) si il existe deux indices 0 < i < j < n avec z; = z; 7 On suppose
désormais que les z; sont tous distincts.

2) On définit la fonction f : C — C par f(2) = V(z0,..., 2n—1, 2). Justifier que f est polyno-
miale de degré au plus n. Que vaut le coefficient du monoéme de degré n ?

3) En étudiant les racines de f, établir une formule reliant V(zo, ..., 2,) et V(20, ..., 2n—1). En
déduire par récurrence une formule pour V(z1, ..., 2, )-

4) Application. Soient zg, ..., z,+1 € C tous distincts, et wo, ..., w, € C. Montrer qu'’il existe
un unique polynéme P de degré au plus n tel que P(z;) = w;.
Exercice 7: Déterminant de Cauchy

Soient n € N*, ay,...,ay,b1,...,by, € C tels que pour tous 1 < i < j < n, a; +b; # 0. On veut
calculer le déterminant

1 1 . 1
ail bl al b2 ai bn
as+by as+ba T az+by,

C(a17bl7"'7an7b’n) == . . .

1 1 . 1

an+b1 an+b2 an+bn

1) Que vaut C(ai, by, ..., an, by,) si il existe deux indices 0 < i < j < n avec a; = a; ou bien
b; = b; 7 On suppose désormais que les a; sont tous distincts, de méme les b;.

2) On définit la fonction f : C\ {—ay,...,—a,} — C par f(z) = C(a1,b1, ..., an,2z). Montrer
que f peut s’écrire sous la forme f(z) = « ggz; avec a € C*, P et @ des polynomes unitaires
de degrés respectivement au plus n — 1 et n . Quelles sont les racines de P et de Q 7

3) Calculer de deux maniéres différentes lim,, _,, (z+a,)f(z). En déduire une expression de
« en fonction de C(ay, by, ..., an—1,bp—1).

4) En déduire par récurrence une formule pour C(aq, b1, ..., an, by).

Exercice 8: Résultant

Pour n € N, on note C,,[X] ’ensemble des polynomes a coefficients dans C de degré au plus n.

1) Vérifier que C,,[X] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de C[X]. Quelle est sa
dimension ? (on donnera un exemple de base de C,[X]) Pour n,m € N, donner de méme
une base et la dimension de l’espace vectoriel C,,[X] x C,,[X].

2) Soit P =" ja; X" et @ => 1" b X" deux polynomes de degrés n et m respectivement
(i.e. an # 0 et by, # 0). On considére 'application linéaire définie par

" . Cmfl[X]XCnfl[X] - (Cnerfl[X]
PQ- (U, V) — UP+VQ

Donner la matrice de v dans la base
BO = ((170)a (Xa 0)7 ceey (Xm7170)a (07 1)7 (OaX)7 (IR} (O7Xn71))

au départ et By = (1, X, ..., X"t™~1) & larrivée.



3) Si Up désigne la matrice de upg dans les bases introduites & la question précédente,
on définit le résultant de P et @ par Res(P,Q) = detUpq. Le discriminant de P est

n(n—1)

défini comme A(P) = (—1)~ 2z a,'Res(P,P'). Calculer le discriminant du polynéme
P=0aX?2+bX +cotabcecC,a#0etceluide Q=X>+pX+qoup,qeC.

4) Si P et @ sont deux polynémes non nuls, montrer que Res(P, Q) = 0 si et seulement si P
et @ ne sont pas premiers entre eux. En déduire qu’un polyndéme non constant admet une
racine multiple si et seulement si son discriminant est nul.

5) Déterminer les points d’intersections dans le plan des courbes d’équation
Ep:a?—xy+y?—1, & 222+ —y—2 .

(Indication: Fixer yo. A quelle condition sur les polynémes P,, = X2 —yoX +y2 -1
et Qy, = 2X? 4+ y*> — y — 2 les courbes & et & ont elles un point commun sur la droite
d’équation {y =yo} 7).

Exercice 9: complexité

1) Majorer le nombre d’additions et de multiplications que nécessite le calcul du déterminant
d’une matrice carrée de taille n & partir de la définition.

2) Majorer le nombre d’addition et de multiplications qu’implique le fait d’échelonner une
matrice carrée de taille n par la méthode du pivot de Gauss, puis celui que nécessite le
calcul du déterminant une fois la matrice échelonné.



